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摘　要：主要研究一个广义的 ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ方程的行波解。用直接积分的方法计算出这个方程的行波解的所
有初等积分形式。特别探讨了特殊情况下的精确行波解。
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　　随着近代物理学和数学的发展，早在１８３４年
由英国科学家Ｒｕｓｓｅｌｌ发现的孤立波现象近２０多年
引起了人们的极大关注，人们对这一现象的研究兴

趣与日俱增。这是因为一方面孤立子具有粒子和波

的许多性能，在自然界中有一定的普遍性，利用孤

立子理论也成功解释了许多物理上长期用经典理论

未能解答的现象；另一方面，随着孤立子问题的深

入探究，孤立子的数学理论也应运而生，并已初步

形成比较完善的理论体系。

孤立子理论自１９６５年由 Ｚａｂｕｓｋｙ和 Ｋｒｕｓｋａｌ对
孤立子 （ｓｏｌｔｉｏｎ，简称孤子）命名后得到了迅速的
发展。究其原因是孤波现象无处不在，从天上涡旋

星系的密度波、线、超流氦 －３、超导 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ
结、磁学以及基本的粒子等等，都与我们上文提到

的孤子有关。随着社会的发展，描述孤立波现象的

方程不只有 ＫｄＶ方程，还有 Ｂｕｒｇｅｒｓ方程，Ｓｉｎｅ
Ｇｏｒｄｏｎ方程，ＫＰ方程，ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ（ＣＨ）方程
等等。

１９９３年，美国阿尔莫斯国家实验室的科学家
Ｃａｍａｓｓａ和 Ｈｏｌｍ［１］在研究浅水波运动规律时用
Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ方法得到一个浅水波模型：
Ｕｔ－Ｕｔｘｘ＋２ｋＵｘ＋３ＵＵｘ ＝２ＵｘＵｘｘ＋ＵＵｘｘｘ

其中Ｕ是 ｘ方向上流体速度 （或水的自由表面的

高度），ｋ是与临界浅水波波速相关的一个参数，下
标表示偏导数。

ＣＨ方程是完全可积系统，具有哈密顿结构和
无穷多守恒律［１－３］，是一类非常奇特且重要的孤立

波方程，且是一个小振幅的浅水波模型，当 ｋ＝０
是孤立子具有尖峰性质，当 ｋ≠０时孤立子无尖峰
性质［１］。ＣＨ方程是第一个被发现能同时描述波裂
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现象和孤立子现象的浅水波方程［１，４－６］，并且可以

作为Ｅｕｌｅｒ方程自由边界问题的近似模拟。正是因
为ＣＨ方程具有这些特性，许多数学家和物理学家
对此产生极大的兴趣，它的数学研究也已取得大量

的成果，如适定性［４－８］，行波解［９－１０］等。关于 ＣＨ
方程的推广也得到了一些结果［１１－１５］。

本文要研究的方程恰是ＣＨ方程的推广，是一
类特殊的广义的 ＣａｍａｓｓａＨｏｌｍ方程，也是完全可
积的浅水波方程［１６］，即

Ｕｔ－Ｕｔｘｘ ＝ｘ（２＋ｘ）［（２－ｘ）Ｕ］
２ （１）

其中Ｕ为流速。类似于ＣＨ方程，这个方程完全可
积且可以很好地描述波裂现象和孤立子现象，且存

在扭结解 （波本身及其关于空间变量的一阶导数

有界但二阶导数却在有限时间内产生奇性）［１４－１５］。

Ｒｅｈｍａｎ，Ｇａｍｂｉｎｏ和 ＲｏｙＣｈｏｕｄｈｕｒｙ研究了该方程
的行波解［１７］。

在数学物理领域内，完全可积系统和浅水波模

型的研究一直是热点，许多物理数学家对此保持极

高的关注。从数学的角度来看，可积系统具有无穷

多个守恒律。而守恒律是物理学中用于描述现实世

界的基本定律，因此从数学理论推导出来的可积系

统必定与现实世界存在着某种联系。我们对这些新

型的可积系统进行深入的研究，这有助于人们更清

楚地理解和认识客观世界。从物理学和工程学的角

度看，靠近陆地的水波都可以近似的看成是浅水

波。浅水波理论的研究，对实际应用是非常有帮助

的。例如，海洋中最重要的一种现象：海啸。此外

孤立子的轨道稳定性是数学家和物理学家最关注的

问题，也值得我们深入研究，故本项目的研究在数

学理论和实际应用中都有重要的意义。

对于本文要研究的特殊的广义的 Ｃａｍａｓｓａ
Ｈｏｌｍ方程，我们用直接积分的方法计算出这个方
程的所有初等积分形式，并分别讨论了ｃ１≠０，且
ｃ２≠０与ｃ１ ＝ｃ２ ＝０两种情况下方程的积分形式，
其中在计算当ｃ１≠０，且ｃ２≠０的其中一种Δ＜０
的情况时，采用了天珩公式来计算方程的积分形

式。

方程 （１）等价于下述方程
Ｕｔ－Ｕｔｘｘ ＝ｘ（８Ｕ

２－２Ｕ２ｘ＋２ＵｘＵｘｘ－４ＵＵｘｘ）

（２）
令ξ＝ｘ－ｃｔ，则Ｕ（ｔ，ｘ）＝Ｖ（ξ）。方程 （２）可化
为：

－ｃＶξ＋ｃＶξξξ＝ξ（８Ｖ
２－２Ｖ２ξ＋２ＶξＶξξ－４ＶＶξξ）

对ξ进行二次积分，并化简得

Ｖ３ξ－ ３Ｖ＋
３
４( )ｃＶ２ξ＋４Ｖ３＋

３
４ｃＶ

２＋３２ｃ１Ｖ＋
３
２ｃ２ ＝０

１　一般情况下行波解的积分表达式
当ｃ１≠０，且ｃ２≠０时，

Ｖ３ξ－ ３Ｖ＋
３
４( )ｃＶ２ξ＋４Ｖ３＋

３
４ｃＶ

２＋３２ｃ１Ｖ＋
３
２ｃ２ ＝０ （３）

令Ｘ＝Ｖξ－ Ｖ＋
ｃ( )４ ，则方程 （３）可化为

Ｘ３－３（Ｖ＋ｃ４）
２Ｘ＋２Ｖ３－３４ｃＶ

２－

３
８ｃ

２Ｖ－１３２ｃ
３＋３２ｃ１Ｖ＋

３
２ｃ２ ＝０ （４）

由卡尔丹公式［１８］可知，令

ｐ＝－３Ｖ＋ｃ( )４
２
，

ｑ＝２Ｖ３－３４ｃＶ
２－３８ｃ

２Ｖ－１３２ｃ
３＋３２ｃ１Ｖ＋

３
２ｃ２，

Δ＝ ｑ( )２
２
＋ ｐ( )３

３

则有

Ｘ１ ＝
３

－ｑ２＋
ｑ( )２

２
＋ ｐ( )３槡槡

３
＋

３

－ｑ２－
ｑ( )２

２
＋ ｐ( )３槡槡

３
，

Ｘ２ ＝
３

－ｑ２＋
ｑ( )２

２
＋ ｐ( )３槡槡

３

ω＋

３

－ｑ２－
ｑ( )２

２
＋ ｐ( )３槡槡

３

ω２，

Ｘ３ ＝
３

－ｑ２＋
ｑ( )２

２
＋ ｐ( )３槡槡

３

ω２＋

３

－ｑ２－
ｑ( )２

２
＋ ｐ( )３槡槡

３

ω

其中ω＝－１＋槡３ｉ２ 。

（ａ）当Δ＞０时，方程 （４）有实数解：

Ｘ＝
３

－ｑ２＋
ｑ( )２

２
＋ ｐ( )３槡槡

３
＋

３

－ｑ２－
ｑ( )２

２
＋ ｐ( )３槡槡

３

即方程 （３）有实数解：

１７
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Ｖξ＝Ｖ＋
１
４ｃ＋

３

－ｑ２＋
ｑ( )２

２
＋ ｐ( )３槡槡

３
＋

３

－ｑ２－
ｑ( )２

２
＋ ｐ( )３槡槡

３

令Ｖξ＝０，该方程无解，故无积分表达式。
（ｂ）当Δ＝０时，方程 （４）有２个实数解。
（Ｉ）方程 （４）的第 １个实数根为 Ｘ１ ＝

２
３

－ｑ
槡 ２，即方程 （３）有实数解 Ｖξ１ ＝Ｖ＋

１
４ｃ＋

２
３

－ｑ
槡 ２。

令Ｖξ１ ＝０，则

Ｖ＋１４ｃ＋２
３

－ｑ
槡 ２ ＝０

即

Ｖ３－１５２８ｃＶ
２－２７１１２ｃ

２Ｖ－ ９４４８ｃ
３＋６７ｃ１Ｖ＋

６
７ｃ２ ＝０

（５）
这是一个一元三次方程。令

ｐ１ ＝－
２６４
７８４ｃ

２＋６７ｃ１，

ｑ１ ＝－
４０９
５４８８ｃ

３＋１５９８ｃｃ１＋
６
７ｃ２，

Δ１ ＝
ｑ１( )２

２

＋ ｐ１( )３
３

，

Ｆ（φ，ｃ，ｃ１，ｃ２）＝φ＋
１
４ｃ＋

２－φ３＋３８ｃφ
２＋３１６ｃ

２φ＋１６４ｃ１φ－
３
４ｃ( )２

１
３
，

Ｇ（ｑ１，ｐ１）＝
６
｜ｑ１｜

２

４ ＋ ｑ１( )２
２

＋ ｐ１( )３槡
３

，

θ（ｑ１，ｐ１）＝
１
３ａｒｃｔａｎ

２
ｑ１( )２

２

＋ ｐ１( )３槡
３

ｑ１
由卡尔丹公式可得：

① 当Δ１ ＞０时，方程 （５）有解：

Ｖ１１ ＝
５
２８ｃ＋

３

－
ｑ１
２＋

ｑ１( )２
２

＋ ｐ１( )３槡槡
３

＋

３

－
ｑ１
２－

ｑ１( )２
２

＋ ｐ１( )３槡槡
３

则其行波解的积分形式为

（ｉ）当Ｖ１１ ＞０时，

ξ＝∫
Ｖ１１

Ｖ

１
Ｆ（φ，ｃ，ｃ１，ｃ２）

ｄφ，Ｖ∈（０，Ｖ１１）

　　 （ｉｉ）当Ｖ１１ ＜０时，

ξ＝∫
Ｖ

Ｖ１１

１
Ｆ（φ，ｃ，ｃ１，ｃ２）

ｄφ，Ｖ∈（Ｖ１１，０）

　　② 当Δ１ ＝０时，方程 （５）有２个实数根：
第１个实数根为

Ｖ２１ ＝
５
２８ｃ＋２

３

－
ｑ１

槡 ２ ＝

５
２８ｃ＋２

３

－
－４０９５４８８ｃ

３＋１５９８ｃｃ１＋
６
７ｃ２

槡 ２
则其行波解的积分形式为

（ｉｉｉ）当Ｖ２１ ＞０时，

ξ＝∫
Ｖ２１

Ｖ

１
Ｆ（φ，ｃ，ｃ１，ｃ２）

ｄφ，Ｖ∈（０，Ｖ２１）

　　 （ｉｖ）当Ｖ２１ ＜０时，

ξ＝∫
Ｖ

Ｖ２１

１
Ｆ（φ，ｃ，ｃ１，ｃ２）

ｄφ，Ｖ∈（Ｖ２１，０）

　　第２个实数根为

Ｖ２２ ＝
５
２８ｃ－２

３

－
ｑ１

槡 ２ ＝

５
２８ｃ－２

３

－
－４０９５４８８ｃ

３＋１５９８ｃｃ１＋
６
７ｃ２

槡 ２
则其行波解的积分形式为

（ｖ）当Ｖ２２ ＞０时，

ξ＝∫
Ｖ２２

Ｖ

１
Ｆ（φ，ｃ，ｃ１，ｃ２）

ｄφ，Ｖ∈（０，Ｖ２２）

　　 （ｖｉ）当Ｖ２２ ＜０时，

ξ＝∫
Ｖ

Ｖ２２

１
Ｆ（φ，ｃ，ｃ１，ｃ２）

ｄφ，Ｖ∈（Ｖ２２，０）

　　③ 当Δ１ ＜０时，方程 （５）有３个实数根：
第１个实数根为

Ｖ３１ ＝
５
２８ｃ＋２Ｇ（ｑ１，ｐ１）ｃｏｓθ（ｑ，ｐ１）

则其行波解的积分形式为

（ｖｉｉ）当Ｖ３１ ＞０时，

ξ＝∫
Ｖ３１

Ｖ

１
Ｆ（φ，ｃ，ｃ１，ｃ２）

ｄφ，Ｖ∈（０，Ｖ３１）

　　 （ｖｉｉｉ）当Ｖ３１ ＜０时，

ξ＝∫
Ｖ

Ｖ３１

１
Ｆ（φ，ｃ，ｃ１，ｃ２）

ｄφ，Ｖ∈（Ｖ３１，０）

　　第２个实数根为

Ｖ３２ ＝
５
２８ｃ＋Ｇ（ｑ１，ｐ１）·

［－ｃｏｓθ（ｑ，ｐ１）＋槡３ｓｉｎθ（ｑ，ｐ１）］
则其行波解的积分形式为

（ｉｘ）当Ｖ３２ ＞０时，

２７
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ξ＝∫
Ｖ３２

Ｖ

１
Ｆ（φ，ｃ，ｃ１，ｃ２）

ｄφ，Ｖ∈（０，Ｖ３２）

　　 （ｘ）当Ｖ３２ ＜０时，

ξ＝∫
Ｖ

Ｖ３２

１
Ｆ（φ，ｃ，ｃ１，ｃ２）

ｄφ，Ｖ∈（Ｖ３２，０）

第３个实数根为

Ｖ３３ ＝
５
２８ｃ＋Ｇ（ｑ１，ｐ１）·

［－ｃｏｓθ（ｑ，ｐ１）－槡３ｓｉｎθ（ｑ，ｐ１）］
则其行波解的积分形式为

（ｘｉ）当Ｖ３３ ＞０时，

ξ＝∫
Ｖ３３

Ｖ

１
Ｆ（φ，ｃ，ｃ１，ｃ２）

ｄφ，Ｖ∈（０，Ｖ３３）

　　 （ｘｉｉ）当Ｖ３３ ＜０时，

ξ＝∫
Ｖ

Ｖ３３

１
Ｆ（φ，ｃ，ｃ１，ｃ２）

ｄφ，Ｖ∈（Ｖ３３，０）

　　 （ＩＩ）方程 （３）第二个实数根为

Ｖξ２ ＝Ｖ＋
１
４ｃ－

３

－ｑ
槡 ２

令Ｖξ２ ＝０，则

Ｖ３＋３１６ｃＶ
２＋３８ｃ１Ｖ＋

３
８ｃ２ ＝０

这也是一个一元三次方程，同理情况 （Ｉ），我们可
以得到在此情形下的积分形式。

（ｃ）当Δ＜０时，方程 （５）有３个解。
（ＩＩＩ）方程 （３）的第１个实数根为：

Ｖξ１ ＝Ｖ＋
１
４ｃ＋２Ｇ（ｑ１，ｐ１）ｃｏｓθ（ｑ，ｐ１）

令Ｖξ１ ＝０，我们发现φ１
～
＝φ１＋

ｃ
４，满足以下方程

珘ａ１珟
９
１＋珓ｂ１珟

８
１＋珓ｃ１珟

７
１＋珘ｄ１珟

６
１＋

珓ｅ１珟
５
１＋珓ｆ１珟

４
１＋珘ｇ１珟

３
１＋珘ｈ１珟

２
１＋珓ｊ１珟１＋珓ｋ１ ＝０（６）

其中

珘ａ１ ＝－
２８
２７，
珓ｂ１ ＝－

ｃ
４，
珓ｃ１ ＝－

２９
４８ｃ

２－
ｃ１
６，

珘ｄ１ ＝
１９
２４ｃｃ１＋

１１
１８ｃ

３－
ｃ２
６，

珓ｅ１ ＝
３
４ｃｃ２－

３７
３２ｃ

２ｃ１－
ｃ２２
４，

珓ｆ１ ＝
１３９
３０７２ｃ

５＋２０３３８４ｃ
３ｃ１－

３１
３２ｃ

２ｃ２＋
１１
１６ｃｃ

２
１－
ｃ１ｃ２
２，

ｇ
～

１ ＝
１８１
３６８６４ｃ

６－４１３８４ｃ
４ｃ１＋

５５
１９２ｃ

３ｃ２－
２５
６４ｃ

２ｃ２１＋

５
４ｃｃ１ｃ２－

１
８ｃ

３
１－
１
４ｃ

２
２，

ｈ
～

１ ＝
５

１６３８４ｃ
７－ ９２５６ｃ

４ｃ２＋
１１
１０２４ｃ

５ｃ１＋
１１
１２８ｃ

３ｃ２１－

１５
３５ｃ

２ｃ１ｃ２＋
３
３２ｃｃ

３
１＋
９
１６ｃｃ

２
２－
３
８ｃ

２
１ｃ２，

ｊ
～

１ ＝
１

９８２０４ｃ
８－ １３
２４５７６ｃ

６ｃ１＋
１
５１２ｃ

５ｃ２－
１
１２８ｃ

４ｃ２１＋

７
１２８ｃ

３ｃ１ｃ２－
３
１２８ｃ

２ｃ３１－
３
３２ｃ

２ｃ２２＋
３
１６ｃｃ

２
１ｃ２－

３
８ｃ１ｃ

２
２，

ｋ
～

１ ＝
１

７０７７８８８ｃ
９＋ １
９８３０４ｃ

７ｃ１－
１

２４５７６ｃ
６ｃ２＋

１
４０９６ｃ

５ｃ２１－
１
５１２ｃ

４ｃ１ｃ２＋
１
５１２ｃ

３ｃ３１＋
１
２５６ｃ

３ｃ２２－

３
１２８ｃ

２ｃ２１ｃ２＋
３
３２ｃｃ１ｃ

２
２－
１
８ｃ

３
２

这是一个一元九次方程，由天珩公式可知，当

Ｄ１ ＝Ｎ１ ＝珚Ｏ１ ＝Ｐ１ ＝Ｑ１ ＝Ｒ１ ＝Ｓ１ ＝０，Ｍ１ ＝
３６珓ｂ１珓ｋ１－珓ｃ１珓ｊ１≠０时，该方程 （６）有一实数根为

珟１ ＝－
珓ｂ１
９珘ａ１珓ｃ１

　
　珓
ｃ１＋

９
１８６６２４珘ａ３１珓ｃ

４
１Ｍ槡[ ]１

即方程Ｖξ１ ＝０存在一解：

珘Ｖ＝－ｃ４－
珓ｂ１
９珘ａ１珓ｃ１

　
　珓
ｃ１＋

９
１８６６２４珘ａ３１珓ｃ

４
１Ｍ槡[ ]１

则其行波解的积分形式为

（ｘｉｉｉ）当Ｖ
～
＞０时，

ξ＝∫
珘Ｖ

Ｖ

１

Ｖ＋１４ｃ＋２Ｇ（ｑ１，ｐ１）ｃｏｓθ（ｑ１，ｐ１）
ｄＶ，

Ｖ∈（０，Ｖ
～
）

　　 （ｘｉｖ）当Ｖ
～
＜０时，

ξ＝∫
Ｖ

珘Ｖ

１

Ｖ＋１４ｃ＋２Ｇ（ｑ１，ｐ１）ｃｏｓθ（ｑ１，ｐ１）
ｄＶ，

Ｖ∈（Ｖ
～
，０）

　　 （ＩＶ）方程 （３）的第２个实数根为

Ｖξ２ ＝Ｖ＋
１
４ｃ＋Ｇ（ｑ１，ｐ１）·

［－ｃｏｓθ（ｑ，ｐ１）＋槡３ｓｉｎθ（ｑ，ｐ１）］

令 Ｖξ２＝０，我们可以得到φ
～

２＝Ｖ＋
ｃ
４满足一个一

元九次方程，同样由天珩公式可知该方程的实数

根，故同理可得到积分表达式。

（Ｖ）方程 （３）第３个实数根为

Ｖξ３ ＝Ｖ＋
１
４ｃ＋Ｇ（ｑ１，ｐ１）·

［－ｃｏｓθ（ｑ，ｐ１）－槡３ｓｉｎθ（ｑ，ｐ１）］
这种情况与情况 （ＩＩＩ）和情况 （ＩＶ）相似，这里
就不一一阐述。

３７
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２　特殊情况下行波解的积分表达式
当ｃ１ ＝ｃ２ ＝０时，

Ｖ３ξ－（３Ｖ＋
３
４ｃ）Ｖ

２
ξ＋４Ｖ

３＋３４ｃＶ
２ ＝０

（ａ）当Δ＝ｃ（１６Ｖ＋３ｃ）＜０时，该一元三次方
程只有１个实数根：

Ｖξ１ ＝－Ｖ
令Ｖξ１ ＝０，则Ｖ＝０为非极限零点，故无积分表
达式。

（ｂ）当Δ＝ｃ（１６Ｖ＋３ｃ）＝０时，该一元三次方
程有２个实数根。

第１个实数根为
Ｖξ１ ＝－Ｖ

第２个实数根为

Ｖξ２ ＝２Ｖ＋
３
８ｃ

令Ｖξ２＝０则Ｖ＝－
３
１６ｃ为非极限零点，故无积分表

达式。

（ｃ）当Δ＝ｃ（１６Ｖ＋３ｃ）＞０时，该一元三次方
程有３个实数根。

第１个实数根为
Ｖξ１ ＝－Ｖ

第２个实数根为

Ｖξ２ ＝２Ｖ＋
３
８ｃ－

１
２

３ｃ（３ｃ＋１６Ｖ）
槡 １６

第３个实数根为

Ｖξ３ ＝２Ｖ＋
３
８ｃ＋

１
２

３ｃ（３ｃ＋１６Ｖ）
槡 １６

① 令Ｖξ２ ＝０，得

２Ｖ＋３８ｃ－
１
８ ３ｃ（３ｃ＋１６Ｖ槡 ）＝０

该方程等价于

（１６Ｖ）２＋４８ｃＶ＝０

可得Ｖ１ ＝０，Ｖ２ ＝－
３
１６ｃ，其中Ｖ１为极限零点，Ｖ２

为非极限零点。其方程行波解的根的积分表达式为

（ｉ）当ｃ＞０时，

ξ＝∫
－３１６ｃ

Ｖ

１

２φ＋３８ｃ－
１
８ ３ｃ（３ｃ＋１６φ槡 ）

ｄφ，

Ｖ∈ －３１６ｃ，( )０
　　 （ｉｉ）当ｃ＜０时，

ξ＝∫
Ｖ

－３１６ｃ

１

２φ＋３８ｃ－
１
８ ３ｃ（３ｃ＋１６φ槡 ）

ｄφ，

Ｖ∈ ０，－３１６( )ｃ
② 令Ｖξ３ ＝０，得

２Ｖ＋３８ｃ＋
１
８ ３ｃ（３ｃ＋１６Ｖ槡 ）＝０

该方程等价于

（１６Ｖ）２＋４８ｃＶ＝０

可得Ｖ１ ＝０，Ｖ２ ＝－
３
１６ｃ，其中 Ｖ１为极限零点，Ｖ２

为非极限零点。其方程行波解的根的积分表达式为

（ｉｉｉ）当ｃ＞０时，

ξ＝∫
－３１６ｃ

Ｖ

１

２φ＋３８ｃ＋
１
８ ３ｃ（３ｃ＋１６φ槡 ）

ｄφ，

Ｖ∈ －３１６ｃ，( )０
（ｉｖ）当ｃ＜０时，

ξ＝

∫
Ｖ

－３１６ｃ

１

２φ＋３８ｃ＋
１
８ ３ｃ（３ｃ＋１６φ槡 ）

ｄφ，

Ｖ∈ ０，－３１６( )ｃ
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